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▪ Εισαγωγή στα πολυβάθμια συστήματα (ΠΒΣ)

▪ Εξισώσεις κίνησης 

▪ Στατική Συμπύκνωση 

▪ Ελεύθερη ταλάντωση πολυβάθμιων συστημάτων

▪ Ελεύθερη ταλάντωση ΠΒΣ χωρίς απόσβεση

▪ Υπολογισμός ιδιοτιμών και ιδιομορφών

▪ Ιδιότητες ιδιομορφών

▪ Απόσβεση ΠΒΣ

Θέματα

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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▪ Μέθοδος Stodolla-Vianello για την επίλυση ιδιοπροβλημάτων

▪ Δυναμική ανάλυση ΠΒΣ με επαλληλία των ιδιομορφών

▪ Ανάλυση ΠΒΣ για εξωτερικά επιβαλλόμενα δυναμικά φορτία

▪ Ανάλυση ΠΒΣ για σεισμικές διεγέρσεις

▪ Φασματική ανάλυση

▪ Μέγιστες ιδιομορφικές αποκρίσεις και οι συνδυασμοί τους

▪ Δυναμική ανάλυση με απευθείας ολοκλήρωση των ΔΕ κίνησης

▪ Μέθοδος Κεντρικής Διαφοράς για δυναμική ανάλυση ΠΒΣ

▪ Μέθοδος Newmark για δυναμική ανάλυση ΠΒΣ

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Εισαγωγή στα ΠΒΣ- Εξισώσεις κίνησης

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ

▪ Όταν κάποια κατασκευή δεν μπορεί να προσομοιωθεί ικανοποιητικά από ένα 

ΜΒΣ, τότε απαιτείται χρήση πολυβάθμιου συστήματος (ΠΒΣ). 

▪ Η συντριπτική πλειονότητα των κτηριακών και άλλων κατασκευών πολιτικού 

μηχανικού δεν μπορούν να προσομοιωθούν ικανοποιητικά ως ΜΒΣ. 

▪ Όλες σχεδόν οι κατασκευές έχουν ουσιαστικά κατανεμημένες τις μάζες τους 

και άπειρους βαθμούς ελευθερίας. 

▪ Οι μάζες και τα στοιχεία δυσκαμψίας των περισσοτέρων κατασκευών είναι 

χωρικά κατανεμημένες αλλά μπορούν να διακριτοποιηθούν προσεγγιστικά και 

προσομοιωθούν ικανοποιητικά με χρήση Πολυβάθμιων Συστημάτων (ΠΒΣ), 

όπου οι μάζες μπορούν να θεωρηθούν συγκεντρωμένες σε πεπερασμένο αριθμό 

διακριτών βαθμών ελευθερίας. 
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Παράδειγμα διώροφου πλαισίου 

(με συμπεριφορά διατμητικού προβόλου)

Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Παράδειγμα διώροφου πλαισίου 

(με συμπεριφορά διατμητικού προβόλου)

Από το βιβλίο: 

“Dynamics of 

Structures: 

Theory and 

Applications to 

Earthquake 

Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Συστατικά δυσκαμψίας, απόσβεσης και μάζας

Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ

Πλαίσιο με γενικευμένη συμπεριφορά

Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ

Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ

Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra

Συγκέντρωση μαζών και διακριτοποίηση
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory 

and Applications to Earthquake 

Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Εκκεντρότητες σε Κάτοψη: Ανεπιθύμητες Στροφές
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Παράδειγμα εκκεντρότητας σε κάτοψη

Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: 

Theory and Applications to 

Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ

Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: 

Theory and Applications to 

Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: 

Theory and Applications to 

Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: 

Theory and Applications to 

Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Στατική Συμπύκνωση
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Ελεύθερη ταλάντωση πολυβάθμιων συστημάτων (ΠΒΣ)

Ελεύθερη ταλάντωση ΠΒΣ χωρίς απόσβεση

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Υπολογισμός ιδιοτιμών και ιδιομορφών

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Ιδιότητες ιδιομορφών

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Παράδειγμα-1
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Ελεύθερη ταλάντωση χωρίς απόσβεση

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος

Ελεύθερη ταλάντωση με απόσβεση

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Παράδειγμα-2

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Απόσβεση

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Απόσβεση κατά Rayleigh 

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Παράδειγμα-3

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory and 

Applications to Earthquake Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory 

and Applications to Earthquake 

Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Εύρεση ιδιοσυχνοτήτων/ιδιομορφών με το πρόγραμμα Matlab 
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Μέθοδος αντιστρόφου επανάληψης (Stodola-Vianello) για την 

εύρεση ιδιοτιμών/ιδιομορφών
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Προγραμματισμός αριθμητικού προσδιορισμού 
ιδιοτιμών και ιδιομορφών

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ
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Παράδειγμα αριθμητικού υπολογισμού 
ιδιοτιμών και ιδιομορφών
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Από το βιβλίο: 

“Dynamics of Structures: Theory 

and Applications to Earthquake 

Engineering”                                                                                          

- Anil K. Chopra
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Δυναμική ανάλυση ΠΒΣ με επαλληλία των ιδιομορφών

- Εξωτερικά επιβαλλόμενα δυναμικά φορτία
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Παράδειγμα-4

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος

Ανάλυση ΠΒΣ σε σεισμικές διεγέρσεις 
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Παράδειγμα-5
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Φασματική Ανάλυση
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Μέγιστες ιδιομορφικές αποκρίσεις και οι συνδυασμοί τους
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Χρήση Ισοδύναμων Στατικών Δυνάμεων Σεισμού 

▪ Παλαιότερα λόγω περιορισμένων υπολογιστικών δυνατοτήτων, οι 

σεισμικές δράσεις λαμβάνονταν υπόψη στατικά, με χρήση ισοδύναμων 

σεισμικών φορτίων. 

▪ Τα ισοδύναμα σεισμικά στατικά φορτία ασκούνται στατικά στο κέντρο 

βάρους του κάθε ορόφου, αφού αντιπροσωπεύουν τις αδρανειακές 

δυνάμεις. 

▪ Η συνολική τέμνουσα βάσης ισούται προφανώς με το άθροισμα των 

ισοδύναμων με το σεισμό στατικών φορτίων τα οποία ασκούνται στους 

ορόφους καθ’ ύψος του κτιρίου.

▪ Η καθ’ ύψος κατανομή των ισοδύναμων σεισμικών φορτίων είχε

συνήθως τριγωνική μορφή βάσει της απόκρισης και συνεισφοράς της

θεμελειώδους ιδιόμορφης. 
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▪ Σε συνήθης κτιριακές κατασκευές είναι συχνά προτιμότερο να μην 

δοθούν τιμές μάζας ανά όγκο στα δομικά στοιχεία κατά την 

προσομοίωση και να δοθούν απευθείας συγκεντρωμένες μάζες στα 

κέντρα μάζας των οροφών, λαμβάνοντας υπόψη τη διαφραγματική 

λειτουργία των πλακών των ορόφων. 

▪ Με αυτή την παραδοχή, μειώνονται σημαντικά οι δυναμικοί ΒΕ που 

πρέπει να χρησιμοποιηθούν κατά τη δυναμική ανάλυση. 

▪ Έτσι, για μια χωρική δυναμική ανάλυση μιας τρισδιάστατης 

κατασκευής θα έχουμε περιορισμένο αριθμό δυναμικών βαθμών 

ελευθερίας. 

ΠΠΜ 325: Ανάλυση Κατασκευών με Η/Υ



© Πέτρος Κωμοδρόμος

Παράδειγμα
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Προγραμματισμός Επαλληλίας των Ιδιομορφών

▪ Με τη Μέθοδο της Επαλληλίας των Ιδιομορφών για να 

πραγματοποιηθεί δυναμική ανάλυση, λαμβάνεται υπόψη η 

συνεισφορά της κάθε ιδιομορφής στον υπολογισμό των 

χρονοϊστοριών των μετακινήσεων, των ταχυτήτων και των 

επιταχύνσεων, όπως και των εντατικών και οποιοδήποτε άλλων 

μεγεθών κατά τη διάρκεια μιας δυναμικής φόρτισης. 

▪ Αφού το συζευγμένο σύστημα ΔΕ αντικαθίσταται από Ν (αριθμός 

δυναμικών ΒΕ) ανεξάρτητες διαφορικές εξισώσεις της μορφής 

ΜΒΣ, αυτές επιλύνονται με τη χρήση των προγραμμάτων 

δυναμικής ανάλυσης ΜΒΣ (CDM, Newmark, κ.λπ.) που έχουμε 

αναπτύξει για τα ΜΒΣ και μετά οι συνεισφορές των ιδιομορφών 

επαλληλίζονται για να προσδιοριστεί η συνολικά απόκριση, 

χρονοϊστορίες των μεγεθών που μας ενδιαφέρουν, λαμβάνοντας 

υπόψη όλες τις ιδιομορφές.  
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Παράδειγμα

▪ Δυναμική ανάλυση με τη μέθοδο της 
επαλληλίας των ιδιομορφών 

▪ Σεισμική διέγερση: Σεισμός του Kobe (αρχείο: 
kobeAccel)

▪ Αρχείο δεδομένων: inputData1.m   

▪ Τριώροφο (ΠΒΣ με 3 δυναμικούς ΒΕ)

▪ Οριζόντια δυσκαμψία ορόφων:  1GN/m

▪ Μάζα ορόφων: 500 tons

▪ Λόγος απόσβεσης: ζ1=ζ2=ζ3=0.05
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modalSuperposition.m
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cdm.m

checkStability.m
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newmark.m
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printMatrix.m
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Απευθείας ολοκλήρωση των ΔΕ κίνησης

▪ Εναλλακτικά της μεθόδου επαλληλίας, ή υπέρθεσης, των ιδιομορφών, το 

σύστημα των ΔΕ που χαρακτηρίζουν την κίνηση ενός ΠΒΣ μπορεί να 

επιλυθεί αριθμητικά απευθείας χωρίς οποιοδήποτε μετασχηματισμό. 

▪ Η επίλυση με την επαλληλία των ιδιομορφών απαιτεί κάποιους 

υπολογισμούς τόσο για την επίλυση του ιδιοπροβλήματος και τον 

προσδιορισμό των ιδιοτιμών και ιδιομορφών, όσο και για τον 

μετασχηματισμό του συζευγμένου συστήματος ΔΕ σε ένα σύστημα 

ασύζευκτων ΔΕ που μπορούν να επιλυθούν ανεξάρτητα. 

▪ Όμως το συνολικό υπολογιστικό κόστος για την απευθείας επίλυση του 

συζευγμένου συστήματος ΔΕ, όπως θα δούμε πιο κάτω, είναι αρκετά 

σημαντικό, παρά το ότι ο προγραμματισμός του είναι σχετικά πολύ απλός. 
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▪ Επιπλέον, με τη μέθοδο της υπέρθεσης των ιδιομορφών μπορούν να 

ληφθούν μόνο κάποιες ιδιομορφές, περιορίζοντας περαιτέρω το 

υπολογιστικό κόστος. 

▪ Περαιτέρω, η μέθοδος της υπέρθεσης ων ιδιομορφών αξιοποιείται και στη 

φασματική ανάλυση, κατά την οποία δεν χρειάζεται καν να διενεργηθεί 

οποιαδήποτε δυναμική ανάλυση, εφόσον είναι διαθέσιμο το σχετικό φάσμα 

απόκρισης ή σχεδιασμού, βάσει του οποίου μπορούν να εκτιμηθούν οι 

μέγιστες αποκρίσεις της κατασκευής. 

▪ Οι μέθοδοι που είχαμε δει για την αριθμητική ολοκλήρωση ΜΒΣ, στο 

προηγούμενο κεφάλαιο, μπορούν να γενικευτούν για την κατευθείαν 

αριθμητική ολοκλήρωση των ΔΕ κίνησης, για αυτό και ονομάζονται Μέθοδοι 

Απευθείας Ολοκλήρωσης (Direct Integration Methods) αφού κανένας 

μετασχηματισμός των εξισώσεων δεν χρησιμοποιείται. 

▪ Για την επίλυση ΠΒΣ, αντί απλών μεταβλητών και συντελεστών που έχουμε 

στα ΜΒΣ, στα συστήματα εξισώσεων που θα πρέπει να επιλυθούν 

υπάρχουν μητρώα και διανύσματα. 
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Μέθοδος κεντρικής διαφοράς για ΠΒΣ
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Μέθοδος Newmark για ΠΒΣ
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